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ІНТЭГРАЛЬНАЕ ВЫЯЎЛЕННЕ ФУНКЦЫЯНАЛЬНА-
ІНВАРЫЯНТНЫХ ВЕКТАР-АНАЛІТЫЧНЫХ ФУНКЦЫЙ 
водзіны. Функцыянальна-інварыянт-
ныя рашэнні некаторых раўнанняў 
матэматычнай фізікі даследаваліся 
аўтарамі [1–15]. 
Як вядома [1–6], функцыянальна-
інварыянтным рашэннем раўнання 
             
2 2 2
2 22 0
u u u u uA B C D E
x x y y x y  называецца такое рашэнне  ( , )u u x y , калі 
адвольная двойчы дыферэнцавальная функ-
цыя ( )F u  таксама з’яўляецца рашэннем 
гэтага раўнання. 
Мэта дадзенага артыкула – рашэнне края-
вой задачы для аднаго класа функцыянальна-
інварыянтных вектар-аналітычных функцый. 
 
Асноўная частка. Нам спатрэбяцца 
некаторыя азначэнні. 
 
Азначэнне 1. Будзем называць вектар-
функцыю   { , , }u v w  ( , ,u v w  – камплексна-
значныя двойчы непарыўна дыферэнцаваль-
ныя функцыі ад каардынат , ,x y z  у некато-
рым абсягу G  ) вектар-аналітычнай [11–16], 
калі 
   0, 0div rot .      (1) 
Калі вектар-аналітычнай з’яўляецца вектар-
функцыя   { , , }u v w , тады вектар-аналітыч-
най будзем называць і гіперкамплексную 
функцыю       1 2 3u v w , дзе   1 2 3, ,  – 
база якой-небудзь лінейнай асацыятыўна-
камутатыўнай алгебры з адзінкай над полем 
камплексных лікаў. 
Сістэма (1) з’яўляецца некаторым аба-
гульненнем вядомай сістэмы Кашы-Рымана 
на трохмерную прастору і прыватным 
стацыянарным выпадкам сістэмы Максвэла 
для электрамагнітнага поля ў пустаце 
 
   
  2
( ) 0,
( )( ) ,
1, ,
div E iH




калі меркаваць, што ў гэтай сістэме 
    { , , }E iH u v w , дзе  ( , , )u u x y z  і г. д. У 
сувязі з гэтым узнікае задача атрымаць клас 
рашэнняў сістэмы (1), для якіх магчыма 
пабудаваць інтэгральнае выяўленне. 
 
Азначэнне 2. Гіперкамплексная функцыя 
    1 2( , , ) ( , , )F p x y z q x y z 3( , , )s x y z  называецца манагеннай у сэнсе У.С. Фёда-
рава (F-манагеннай) [17] па другой гіперкамп-
лекснай функцыі       1 2 3u v w  у некато-
рым абсягу G , калі знойдзецца такая функцыя  
      1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )P x y z Q x y z R x y z , 
што для ўсякіх пунктаў абсягу G  маем 
   k k
f
x x
,       (2) 
дзе    1 2 31,2,3; , ,k x x x y x z . 
Вядома, што сума, здабытак, дзель мана-
генных па   функцый, а таксама функцыя, 
аналітычная ад  , будуць манагеннымі па   
( калі, безумоўна, адзначаная дзель функцый 
існуе ) [17] . 
 
Азначэнне 3. Вектар-аналітычная функ-
цыя       1 2 3u v w  называецца функцыя-
нальна-інварыянтнай, калі ўсякая функцыя F , 
манагенная ў сэнсе У.С. Фёдарава па  , 
будучы запісанай у выглядзе  
     1 2 3F p q s , 
таксама вызначае вектар-аналітычную функ-
цыю  { , , }F p q s , гэта значыць, 
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У дадзенай працы мы абмяжуемся выпад-
кам такой алгебры, у якой        21 2 31, , , 
прычым  3 1. 
Пяройдзем да знаходжання функцыя-
нальна-інварыянтных рашэнняў сістэмы (1). 
Калі меркаваць     2F p q s , 
     2P Q R ,  k k
FF
x
 і г. д., 1 { , , }T u v w , 
2 { , , }T w u v , 3 { , , }T v w u , тады з роўнасці (2) 
атрымаем 
  k k k kp Pu Qw Rv ,   k k k kq Pv Qu Rw , 
  k k k ks Pw Qv Ru  ( 1,2,3)k . 
Таму маем 
  1 2 3divF PdivT QdivT RdivT ,   (3) 
а таксама 
  1 2 3rotF ProtT QrotT RrotT .  (4) 
Заўважым, нарэшце, што  
калі  F , то   1,   1, 0, 0P Q R ;  
калі  F , то    ,   0, 1, 0P Q R ;  
калі   2F , то   2 ,   0, 0, 1P Q R .  
Адсюль і з роўнасцей (3), (4) атрымаем 
наступную тэарэму. 
 
Тэарэма. Вектар-функцыя   { , , }u v w  бу-
дзе функцыянальна-інварыянтным рашэннем 
сістэмы (1) пры наступных неабходных і 
дастатковых умовах: 
 0, 0k kdivT rotT  ( 1,2,3)k      (5) 
або 
   0x y zu v w ,  
   0x y zw u v , 
   0x y zv w u ,  
( 5 )
x zu v , y xu v , z yu v , ( 5 )x zv w , y xv w , z yv w . ( 5 )
    
Вынік. 
   0x y zu u u , 
   0x y zv v v , 
   0x y zw w w . 
(6)
З раўнанняў (6) вынікае, што  ( , )u f t , 
  ( , )v t ,   ( , )w t ,   t x y ,   y z , дзе 
, ,f    – адвольныя дыферэнцавальныя па t  
і   функцыі. 
Тады сістэма ( 5 ) прыме выгляд tf   , 
t tf f   , tf      . 
Лёгка праверыць, што апошняя сістэма 
раўназначная сістэме 
tf   , tf      ,      (7) 
а сістэма ( 5 ) раўназначная сістэме 
t   , ( )t t     .     (8) 
Відавочна, што вядомая ўмова 
інтэгравальнасці сістэмы (7) адносна f  і 
сістэмы (8) адносна   мае выгляд 
2 2 2
2 2 0t t
           .     (9) 
Лёгка праверыць дыферэнцаваннем, што 
дыферэнцыяльнае раўнанне (9) мае рашэн-
нямі любыя аналітычныя функцыі выгляду: 
 1 1( )f t r ,  2 2( )f t r ,      ( 9 ) 
дзе 1 2,r r  – камплексныя карані «характары-
стычнага» раўнання   2 1 0r r . 
Падобна да таго, як мноства гарманічных 
функцый ёсць мноства рашэнняў раўнання 
Лапласа, мноства функцый выгляду ( 9 ) 
утварае мноства рашэнняў раўнання (9). 
Сістэмам (7) і (8) задавальняюць функцыі 
( )i if t r    ,   ( )i i if r f t r  і ( )i if t r    , 




адпаведна (  1,2; ii r  – корань 
раўнання   2 1 0r r ; if  – адвольная аналі-
тычная функцыя ад   it r ). 
Такім чынам, функцыя      2u v w  
будзе функцыянальна-інварыянтнай вектар-
аналітычнай функцыяй, калі   1( )u r f t r , 
  1( )v f t r ,   11 ( )w f t rr , дзе r  – корань 
раўнання   2 1 0r r , 1f  – адвольная 
аналітычная функцыя ад  t r ,   t x y , 
  y z , гэта значыць любая функцыя 
    2( , , ) ( , , ) ( , , )F p x y z q x y z s x y z ,   ( 9 ) 
F-манагенная па   (напрыклад,  , n , e ), 
таксама з’яўляецца рашэннем сістэмы (1). 
Мноства рашэнняў сістэмы (1) (вектар-
аналітычных функцый), вызначаемых функ-
цыямі выгляду ( 9 ), можна лічыць агульным 
рашэннем сістэмы (1). Пры гэтым кожная 
функцыя F , F-манагенная па  , таксама з’яў-
ляецца функцыянальна-інварыянтнай 
вектар-аналітычнай функцыяй. 
Разгледзім наступную краявую задачу. 
 
Задача. Няхай функцыя    (r  
   1 2 1) ( )r f t r  і функцыя F , манагенная ў сэн-
се У.С. Фёдарава па  , вызначаны на 
некаторай замкнутай двухмернай паверхні 
G , гомеаморфнай сферы канечнага дыя-
метра і дастаткова гладкай для магчымасці 
скарыстаць формулу Астраградскага (G  – 











Патрабуецца знайсці ў любым пункце 
( , , )M x y z G  значэнне функцыі F , манаген-
най у сэнсе У.С. Фёдарава па  , калі вядомы 
яе значэнні на паверхні G . 
Для рашэння сфармуляванай задачы вы-
карыстоўваем інтэгральнае выяўленне 
У.С. Фёдарава [18]. Калі 
1) функцыя F  – манагенная ў сэнсе 
У.С. Фёдарава па   у абсягу   D G G ; 
2) 
 
       
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(10) 
тады для кожнага пункта ( , , )M x y z G  


























,  3n , пад знакам інтэграла 
 ( )F F , пункт     1 2 3( , , ) G ,   1 2 3, ,  – 
кіроўныя косінусы вонкавай нармалі да G , 










        2 2 21 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )r x x x . 
 
Заключэнне. Лёгка праверыць, што 
функцыянальна-інварыянтная вектар-аналі-
тычная функцыя        1 2 1( ) ( )r r f t r  
задавальняе ўмовам Фёдарава (10), і для 
функцыі F , манагеннай па  , мае месца 
інтэгральнае выяўленне (11), пры дапамозе 
якога і рашаецца сфармуляваная вышэй 
краявая задача. 
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SUMMARY 
Solution of boundary value problem for func-
tionally-invariant vector-analitic functions is obtained. 
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